()8 MINISTERUL EDUCATIEI

Colegiul National
JVasile Lucaciu”

Concursul ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XV-a, Baia Mare, 26 noiembrie 2022
CLASA a Vlll-a

Subiectul 1.
Fie a,ay,...,ay, O scriere arbitrard a numerelor 1, 2, 3, ..., 2022. Aratati cd printre

numerele |a —1,]ay —2]....,[aggp, — 2022 exista cel putin doud numere egale.

Subiectul 2.
a) Aratati ca pentru orice k e N* are loc egalitatea

\/k+ k? - */_(\/F 1)

b) Determinati ne N astfel incat

1 1
J1ei2 -1 \/2+J22—1 \/n+\/n_ 2

Subiectul 3.
a) Avritati ci pentru orice x,y < Rare loc inegalitatea (x+y)* < 2(x2 + yz) .

L (/2023 -1) + V011,

b) Fie x,yeRastfel incat 4x® +4y? +4xy = 75. Determinati cea mai mare valoare pe care o poate lua
suma x+y.

Subiectul 4.
Fie VABCD o piramida patrulaterd regulata, VA= AB si ACNBD={0}.

a) Daca punctele M, N, P, Q sunt proiectiile varfului V al piramidei pe bisectoarele unghiurilor
VAB,VCB,VAD, respectiv VCD, aratati ca punctele M, N, P, Q sunt coplanare.

b) Fie R mijlocul lui [VO], S mijlocul lui [BR], iar T e[AO]astfel incdt AT =3-TO. Aratati ca
TS|I(VCD).

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0 la 7.

SUCCES!
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Concursul ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XV-a, Baia Mare, 26 noiembrie 2022
BAREM DE CORECTARE CLASA A VIII-A

Subiectul 1.
Fie a,ay,...,ay, O scriere arbitrard a numerelor 1, 2, 3, ..., 2022. Aratati cd printre

numerele |a —1,]a, —2]...., [aggp, —2022] exista cel putin doud numere egale.

Solutie :
Avem |a1 —].I ,|a2 — 2| . |a2022 — 2022| S {0,1, 2, . 2021} .......................................... 1p
Presupunem, prin absurd, ca numerele |a, —1,|a; —2,...,[aggz, —2022| sunt distincte.Atunci

{las =1.Jaz = 2], [a2022 = 2022} = {0,1,2,..., 2021} .....ooiiiiiiiiii i 2p
Avem S =|a; -1 +[ay — 2| +...+|agg — 2022 =0+1+...+ 2021 = 20212022 2021-1011, deci

S ESTE UN NMUIMAT TINPAT. ..ttt ettt et ettt e et et e et et et e et e e et et e e e et e e e e te et eaeaneeneaneas 2p
Dar un numar si modulul lui au aceeasi paritate. Deci S are aceeasi paritate cu numarul

(8, —1)+(ay —2)+...+(@apgp —2022)=0. Asadar S este numar par, contradictie...................... 2p

Subiectul 2.

a) Aratati ca pentru orice k e N* are loc egalitatea

\/k+ k2 I(H F)

b) Determinati neN"astfel incat

1 1
\/1+\/127—1 \/2+\/22—1 \/ + \/_

Solutie:
a) Egalitatea data devine

1 2
a1 V2(Vkr1edk)

L (2073 -1+ iomi.

@(M+Jﬁ)2 :2(k+\/E)

& 2K+ 2K% =1 = 2K+ 20K% =1, @0BVALAL. ... oeeeee e, 3p

b) Aplicand a) pentru k e{12,...,n} si adunand relatiile ecuatia devine:

%( n +1+ﬁ—1) =%(\/2023 ++/2022 —1) —N+1+/n=1=+2023++/2022 1. 2p
Observam a8 X=2022eSt€ SOIULIC. .. .. .ouuientitt ittt ettt e eeeneenns 1p

Pentru x <2022 =+/n +1+\/ﬁ—1< \2023 ++/2022 -1.
Pentru x> 2022 =+/n +1+\/ﬁ—1> \2023 +4/2022 —1.
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DecCi x=2022eSte SINQUIA SOIULIC. ... ouvtetintet ettt ettt et et e e 1p

Subiectul 3.

a) Aratati ca pentru orice x,y e Rare loc inegalitatea (x+ y)2 < 2(x2 + yz).

b) Fie x,yeRastfel incat 4x® +4y? +4xy = 75. Determinati cea mai mare valoare pe care o poate lua
suma x+y.

Solutie :

a) (x+y)232(x2+y2)<:>x2+2xy+y2s2x2+2y2<:>x2—2xy+y220<:>(x—y)220,adevérat...3p

b) 4x% +4y? + 4xy =75 < 2x% + 2y% + 2% + 2y +4xy=75<:>2(x2 + y2)+2(x+ y)2 =75 i 1p
Utilizand inegalitatea de la a), obtinem
75=2(x2 +y2)+2(x+ Y)Y 23(x+y) = (x+y) <252 -B5<x+Y<5 (D)roiiiiiiiiiiieiieiees 1p
Pentru x =y, in relatia din ipotezi obtinem: 12x? = 75 < x = ig ................................ 1p
5 . @ o :
Pentru x=y = 5 obtinem x+ y =5= valoarea maxima a sumei x+yeste5.................. 1p
Subiectul 4.

Fie VABCD o piramida patrulaterd regulata, VA= AB si AC BD={O}.
a) Daca punctele M, N, P, Q sunt proiectiile varfului V al piramidei pe bisectoarele unghiurilor
VAB,VCB,VAD, respectiv VCD, aratati ca punctele M, N, P, Q sunt coplanare.
b) Fie R mijlocul lui [VO], S mijlocul lui [BR], iar T e[AO]astfel incdt AT =3.TO. Aratati cd
TS|I(VCD).
Solutie :
a) Fie VM nAB={V;},WINNBC={V,}. In AVAV,, AM este simultan iniltime si bisectoare, deci
AVAV, este isoscel de baza [VV;].

A
\
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Asadar [AM] va fi si mediana, deci M este mijlocul lui [VV;]. Analog N este mijlocul lui

[VV,]. Deci MN este linie mijlocie Tn AVVV, = MN [[ViVy ..covniiiiiiiiiii e 2p
VA=AV,
Dar VC =CV, { = AV, =CV,.
VA=VC
R.Th.
Deci AL _CV, S5 Vo L AC e 1p
AB BC
Deci MN || AC si analog PQ||AC = MN ||[PQ=M, N, P, Q sunt coplanare.................... 1p
b) Fie BRNVD={X} TRNCV ={Y}. Aplicim teorema lui Menelaus succesiv in urmaitoarele
triunghiuri :
i) AVDO cu transversala X-R-B :ﬂ-&-ﬂzlzﬁzizﬂzl.
XD BO RV X 2 D 3
i) ABDX cu transversala V-R-O :\ﬁ-@-ﬁzljﬁz :&:3:§=§. @........... 1p
VD OB RX RX RX R 2
1=
3
iii) AVOC cu transversala T-R-Y :E-E-Ezlj\ﬁ:l:ﬂzl
YC TO RV YC 5 C 6
=5 =1
iv) ATYC cu transversala V-R-O :ﬂ-%-ﬁzljng (2 1p
VC OT RY Y 2
_1 =4
6
_ — TS || XY
Din (1), (2 TS [(VCD ) ettt e e 1
(). ) XYc(VCD)} I(veD) g
fH
g C
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